Approximation sur la demi-droite des fonctions C∞à décroissance rapide dans les espaces Lp avec poids  by Goetgheluck, Pierre
JOURNAL OF APPROXIMATION THEORY 23, 191-198 (1978) 
Approximation sur la demi-droite des fonctions C” ?I dkcroissance 
rapide dans les espaces Lp avec poids 
PIERRE GOETGHELUCK 
Universite’ de Paris-sud, Centre d’orsay, Dkpartement de mathkmatiques, Batiment 425, 
91405 Orsay Cedex, France 
Communicated by Oved Shisha 
Received December 2, 1976 
M. Guillemot-Teissier a caract&isC les fonctions Cm A dkcroissance rapide sur 
[w+ par leur distance dans LB@+) aux fonctions de Laguerre. Un r&,&at analogue 
est Btabli ici, en remplapnt LB par des espaces LP aver poids. 
INTRODUCTION 
On appelle poids sur Rf une function definie sur R+, rtelle mesurable et 
presque partout strictement positive. 
Nous considerons ici, la classe W des poids w qui satisfont les proprittes 
suivantes 
x w = uu. 
* u est une fonction mesurable, periodique, de periode T > 0. 
* 11 existe un polynBme P non identiquement nul et une constante M 
tels que presque partout sur [0, T] on ait 
I PWI < 44 < M. (1) 
D est une function mesurable pour laquelle il existe deux constantes positives 
A et B et deux entiers positifs 01 et fi tels que, presque partout sur R+, 
A(x + l)-” < U(X) < B(x + 1)B. (2) 
Pour p 2 1 on pose L,“(R+) = {f jfw E LP(R+)}, muni de la structure 
habituelle d’espace de Banach. La norme de cet espace sera notee: I/ /ID,,, ou 
II llp wand w = 1 : Ilfll,,w = llfw IL - 
Soit IIk l’espace des polynomes d’une variable reelle, a coefficients com- 
plexes et de degrt au plus k. 
On pose Ak = (g I g(x) = R(x) e-x/2, R in,}. On a A, C L,J@!+). Pour 
f~ L,p(R+) on pose &,V; Ak) = infgea, IIf- g IID.w. On note 9(5X+) 
l’espace des fonctions C” a dtcroissance rapide sur Rf, dtfini de la facon 
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suivante: y E 9(R+) si et seulement si, pour tout couple d’entiers positifs 
(r, s), xr#@(x) est borne sur R f. Y(R+) est muni de la structure naturelle 
d’espace de Frechet. Soit S l’ensemble des suites a decroissance rapide, c’est 
a dire l’ensemble des suites (u,) qui verifient: Pour tout r E N, la suite (n%,J 
est bornte. 
Nous nous proposons, dans cet article, de demontrer le resultat suivant: 
TH~OR&ME 1. Soit w E W. Pour tout f E Lwp([w+), les deux propri&% 
suivantes sont kquivalentes: 
(i) f est &gale presque partout d une fonction de 9’([w+); 
(ii) (d,,df, &)LN E S. 
FONCTIONS DE LACUERRE 
Nous utilisons les fonctions de Laguerre -E9, definies par: 
J&(x) = (l/n!) e”l”(d/dx)” (x”e-3c>. 
Pour les proprietes gtnerales de ces fonctions, voir [3]. Le systbme {-Eo,} est 
une base orthonormale de L2(R+). Rappelons quelques r&.ultats: 
* Pour tout (r, s) 6 N x k!, il existe une constante positive C,(r, s) 
telle que, pour tout n E N et tout x E R+ [2, p. 5471: 
/ x’A?~‘(x)i < C,(r, s)(n + 1),+,. (3) 
* Si g E Y(R+) et si C,” a,& est son developpement en serie 
de Laguerre, alors, (a,) E 5’ et, pour tout couple 
(r, s) E N x N, 2: a,xr9k’(x) 
converge vers x”g(@(x) dans L”([w+) [2, pp. 546, 5481. 
* I Z(x>l < 1, [3, p. 1621. (4) 
LEMME 1. Pour tout r E N, il existe me constante C,(r) telle que, pour tout 
nE N, 
(I x~Zn(x)JID < C,(r)@ + l)r+“/2p) 
Demonstration. Puisque [3, p. 1001 
x-ax) = (2n + 1) -z(x) - (n + 1) -%z+,(x) - n%-,(x) 
il suffit de faire la demonstration pour r = 0. 
Le lemme 1 de [l] montre que pour tout R E 17, , 
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Prenant R(x) = xQ(x2), il vient aprbs changement de variable: pour tout 
Q~~~~ 
s 0 
O” 1 Q(x)1 e-r/2 dx < C, f”‘“““’ 1 Q(x)1 e-*j2 dx 
0 
done, d’apres l’inegalite de Schwarz, 
II z2 Ill d C,(n + 1Y2 
I1 resulte de (4) que 
II z2 II:: G II -%a IL 
ce qui termine la demonstration. 
QUELQUES INEGALIT~S UTILES 
LEMME 2. Soit I = [a, b] un intervalle borne’. Pour tout R ~l7, et pour 
toutp > 1 on a: 
II R llLm,,, < [2(p + l>Fp (b - a)F (n + 1)2/p II R IILDc,) . 
LEMME 3 (Intgalite de Markov). Sous les m&mes hypotheses que dans le 
lemme 2, 
II R’ IlrpofI, < 2@ - a)-’ n2 II R I/L~mc,, . 
Pour les demonstrations de ces deux lemmes, voir [4, p. 2361. 
LEMME 4. Soit I = [a, b] un intervalle borne’, pour tout d E I et pour tout 
REII~, ona: 
II R llpc,, < W - a>-’ (n + 1)” II+ - 4 Nx)llLmc,, . 
Demonstration. Soit T(x) = (x - d) R(x). Pour tout x E Z il existe c E I 
tel que T(x) = T(d) + (x - d) T’(c); c’est a dire R(x) = T’(c). L’inegalite 
resulte alors du lemme 3. 
LEMME 5. II existe une constante positive C, telle que pour tout h E A,, , 
II h Ill < C6(n t Ul h llm .
Ceci resulte immtdiatement du lemme 1 de [I]. 
TH~~OR&ME 2. Soit w E W, p 3 1, (r, s) E N x IV. II existe deux constantes 
positives C, et C, (qui dependent de p, r, s, T, A, P, a) telles que pour tout 
n E N et pour tout h E A, , on ait: 
II x’h(“) IL < C,(n + 11c8 IIh llD,w. 
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DPmunstratiun. Si h = C,” aiZf, nous avons C,” ) ai 1’ = /I h 11: et done 
pour tout i < it, I ai 1 < Ij h /I2 . Par suite, d’apres (3) 
II xW) l/m < Cdr, s)(n + l)‘fs+l II h 112 
et en utilisant l’inegalite de Holder et le lemme 5: 
11 x’h(“) l(m < CJr, s) C,1”(n + l)r+s+(3’2) II 12 I/m . (5) 
11 suffit done de prouver le theoreme 2 quant r = s = 0. Notons 
h(x) = P,(x) ecrlz oh P, f II, . 
Nous allons d’abord estimer h sur [0, T]. De (1) et (2) nous tirons: 
II h /lp,w 2 c3 II PJ lIL’(0.J) * 
Soit r le degre de P. Appliquons le lemme 2: 
11 pnp L%.n G C,,(n + r + l)2’p II PnPIIpco.r, .
Notons bl , b, ,..., b, , les racines de P dans [0, T]: 
P(x) = (x - b,) *.. (x - b,) Q(x) 
oh Q est un polynome non nul sur [0, ZJ. En appliquant s fois le lemme 4, il 
vient alors: 
11 prz bccw < Cl@ + r + II28 II P,P IIL~mco,T, 
et par suite puisque s < r et p 3 1, 
II h II Lm(,,,T) G Cl,@ + 1)2P+2 II h llp.w . (6) 
En particulier il resulte du lemme 3 que: 
I f’i%)I d C,,GW + 1)2”+2’+2 II h Ilmn . (7) 
On peut tcrire : P,(x) = P,(O) + xPk(O) + *-a + x=U(x). D’apres (6) et (7) 
on a facilement: 
II h IL . II x~~(x)II~~~,,~, < C, (n + 1)2n+2T+2 II h ILw 
et en utilisant le lemme 4: 
II h l/m * II W&,,Tb G ‘%@ + 1)4a+2r+2 I4 h l1v.w 
done: 
II h IL * II V4 e-a/2 IILmfO,Tj < C& + 1)4a+2”+2 II h l1p.w. (8) 
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Nous allons maintenant estimer h sur [NT, (NT + T)]. 11 resulte de la 
definition de w que pour N 3 1: 
II h l19rU’ 2 rs,:‘+’ / P,(x) e-z/zP(x - NT) A(x + 1)” 12, dx]l”. 
En utilisant (7) on remarque qu’il existe une constante C,, independante de N 
telle que pour chaque k < a: 
Cl& + 1)2k+2r+2 II h llP,W 
>, [I 
,yT 1 P>‘(O)(x’/k !) e+‘“P(x - NT) A(X + I)-* /P c~x]“‘. 
Alors de l’intgalite de Minkowski, on tire: 
(a + 1) Cl,(~ + 1)20r+2r+2 II h /IY*W 
> [S 
NyT I x”(x + I)-” U(x) e-z/2P(x - NT) A Ip dx]l”. 
Mais, sur [NT, NT + T], (N > 1): 
A e-“12p(X + I)-* > Ae-(NT+T)12 T”(T + 1))“. 
Done, 
G,(n + 1)2a+2r+2 II h II~,W 
> [s 
NTT j U(X) P(X - NT)IP dxll” * e-(NT+T)12e 
Utilisons le lemme 2: 
[S ,“:” 1 U(x) P(x - NT)IP dx]liP 
x e-tNT+T)12[2(p + l)]l/p (n - (Y + Y + 1)2/p T--l/P 
2 11 U(x) P(x - NT)IILm(NT,NT+T) - e-(NT+T)12. 
Avec les notations deja utilisees pour P: 
P(x - NT) = (x - NT - b,) ... (x - NT - b,) Q(x - NT) 
et d’apres le lemme 4, applique s fois, 
(2/T)” (n - 01 + r + lj2’ /I u(X) P(x - NT)IILmtNT,NT+Tj 
2 II w4ll L?NT.NT+T, * ,&jfr, 1 QW 
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En recapitulant les inegalites precedentes, nous obtenons: 
II U/I Lm(NT,NT+T, < Cl&n + 1)2a+27+2s+2+(2/p) (I h lIp,lve(NT+r’/2 
etcommes <r,P >, 1, 
II Ull L’?NT,NT+T) < Cl& + 1)2a+4r+4 (I h /ID,W e(NT+T)i2. 
Nous avons alors pour N > 1: 
II u(X) e-‘/’ IlLmm(NT,NT+T) < G(n + 1)2rr+4r+4 II h IID),w eT/2 
et l’on remarquera que la constante C,, est independante de N. Done en 
utilisant (8) il vient: 
II W e-r’2 II Lm(m+) < max(C15, Cl& + l)4’+4r+4 II h llp.w eTj2 
et en appliquant (5): 
11 xW(x) e-O12 jlm < Cl,eT12(n + 1)6a+4r+(11/2) (I h IIB,w . 
Utilisant de nouveau (7) nous obtenons pour tout k < a 
11 x*Pt’(O) em”” Ilm < C2& + 1)2k+27f2 II h IID,w 
et par suite: 
II h IL < C2,b + P+4r+(11’2) II hIllI. 
ce qui acheve la demonstration. 
DEMONSTRATION DU THJ%X&MB 1 
Partie directe. 
Soit Cr a,,pn le developpement defen serie de Laguerre. D’apres (1) et (2), 
44 < C,l(X + 1)” 
alors, d’aprbs le lemme 1: 
II -% Ilz),w < c22cj + l)s+c1’2). 
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I1 resulte de I’inCgalitC de Minkowski que: 
jlf - $ 43 /I9 w G f I ai I C,,tj + l)s+c1/z). 
Puisque (a,) E S un calcul evident montre que: 
&adf, 48 ES c.q.f.d. 
Partie reciproque. 
SoitfE LWp(R+) verifiant (dDrW(f) Alc))KEN E S. Soit Qk un polynome tel que 
4,,df, 4 = llf- Q&+ IL . On pose h,(x) = Q,,(x) e--r/2 et 
hi(x) = <Qi(x) - Q,+(x)) e-x/2 
pour i 3 1. 11 est clair que 2,” hi converge dans L,p(R+) versJ 
I/ hi l19,w < II Q&4 d2 -fli,., + Ilf- Q&4 m2 l19,w 
done, 
II hi l1p.w G 24,to(f, AC-&* (9) 
D’apres le theoreme 2, il en rtsulte que: 
II x”h? Ila < 2C,(i + 1)‘” 4vd.L -4-J. 
Mais (d,,,(f, Ai))ioN E S, done: pour tout couple (r, s) e N x N, 
(11 x’hi”’ Ilm)isN ES. La suite (C” h.) 0 I nGN converge done uniformement sur Rf 
vers une fonction g et pour tout couple (r, s) E N x N, la suite (C,” xThjs)),,N 
converge uniformement vers xTg(s). La suite <c,” hJneN converge done vers g 
au sens de Y(R+) et g E Y(R+) car cet espace est complet. 
Montrons pour terminer que f = g presque partout. 
done, d’apres (9): 
et puisque (d,,,(f, A,)) E S, le second membre tend vers 0 quand n tend vers 
I’infini. Done 11 f - g I/ 9,W = 0, et f = g presque partout. 
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